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摘　要:本文综述了我们在高精度有限差分格式的色散优化和耗散控制方面的研究进展.首先,我们提出了半离

散有限差分格式色散和耗散相互独立的充分条件,实现了差分格式色散和耗散特性的独立调节.在此基础上,提
出了色散最小、耗散可控的高精度差分格式,称为 MDCD格式.MDCD格式已经得到了广泛应用,取得了很好的

计算效果,但其主要缺点是耗散的调节依赖于经验.为了解决这一问题,我们进一步提出耗散的自适应调节方法.

具有自适应耗散特性的高精度有限差分格式的基本特征是,差分格式的耗散能够随解的局部尺度自适应调节.为

了构造这类格式,我们提出了一种新型的尺度识别器,它能够以等效无量纲波数的形式来定量衡量数值解的局部

长度尺度.在此基础上,设计差分格式耗散参数与尺度识别器得到的等效无量纲波数之间的关系,从而构造了一

类色散最小、耗散自适应的差分格式,称为 MDAD格式.为了计算含有间断的问题,同时保持在光滑区的良好耗

散特性,我们利用尺度识别器对一种经典的激波探测器进行改进,提出了一种新的激波探测器,并将自适应耗散格

式与对应的 WENO格式相混合,得到自适应耗散混合格式.近似色散关系显示该混合格式兼具高分辨率和鲁棒

性.多个含间断流场的标准算例测试结果显示,自适应耗散混合格式具有良好的分辨率和激波捕捉能力.
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　　Abstract:Inthispaper,ourrecentworkonthedispersionoptimizationanddissipation
adjustmentforhighＧorderfinitedifferenceschemesisreviewed．Forcompressibleflowswitha
broadrangeoflengthscales,gooddispersionanddissipationpropertiesarecrucialfornumerical
schemestorealizehighＧfidelitysimulations．Ithasbeenrecognizedthatthe minimizationof
dispersionerrorisaneffective measuretoimprovetheresolution ofschemes,whilethe
dissipationshouldbeadjustedaccordingtothelocalscaleofthesolution．Wefoundasufficient
conditionforasemiＧdiscretizedfinitedifferenceschemetohaveindependentdispersionand
dissipationproperties．Based onthisfinding,the highＧorderfinitedifferencescheme with
minimizeddispersionandcontrollabledissipation(MDCD)wasproposed．TheMDCDschemehas
beenwidelyusedandachievedgoodperformance．However,onedrawbackisthatthedissipation
iscontrolledempirically．Torealizetheautomaticadjustmentofthedissipationaccordingtothe



localscaleofthesolution,wedevisedascalesensortoquantifythelengthscaleofthenumerical
solutionwhichcanbecalibratedtogivetheeffectivescaledwavenumbers．ThenthedispersionＧ
dissipationconditionisusedtoconstructtherelationshipbetweenthedissipationparameterand
theeffectivescaledwavenumber．Aclassoffinitedifferenceschemeswithadaptivedissipationis
thusobtained．ToachievetheshockＧcapturingcapabilitywhilemaintainingthesuperiorspectral
propertiesinthesmoothregions,we makeanimprovementtoaclassicalshockdetectorby
incorporatingtheproposedscalesensor,andconstructanewhybridschemewhichconsistsofthe
adaptivedissipationschemeandthecorrespondingweightedessentiallynonＧoscillation(WENO)
scheme．Theapproximatedispersionrelation (ADR)showsthatthenew hybridschemeis
accurateandrobust．Severalbenchmarktestproblemswithbroadbandlengthscalesaswellas
discontinuitiesare presentedto validatethe highＧresolution andthe good shockＧcapturing
capabilityoftheproposedscheme．
　 　 Keywords:adaptivedissipationscheme;low dispersionscheme;hybridscheme;scale
sensor;shockdetector

０　引　言

　　超声速流中,多尺度结构(如湍流)、间断(如激

波)以及这些结构之间的相互作用同时存在,给数值

模拟带来很大的挑战.一方面,多尺度结构要求数值

格式具有较小的色散耗散误差以精确地捕捉幅值和

相位,另一方面,间断附近需要格式具有足够的耗散

以抑制数值振荡.这两种矛盾的要求使得构造高分

辨率的激波捕捉格式非常困难.目前最具代表性的

高精度激波捕捉格式是 WENO 格式,它最初由 Liu
等[１]提出,之后被Jiang和Shu[２]改进.WENO格式

可以根据流场局部的光滑性,动态调整候选模板的权

重来无振荡地捕捉激波,但是这一非线性机制也使得

格式在光滑区的耗散过大,特别是在计算可压缩流动

的多尺度结构时,数值耗散可能会高于物理耗散[３].

　　解决这一问题的一种方法是改进 WENO 或

ENO格式的非线性机制,更好地实现光滑区和间断

的尺度分离.Henrick等[４]提出了 WENOＧM 格式,
通过映射非线性权解决了 WENOＧJS在极点处不满

足五 阶 收 敛 条 件 的 问 题.Borgers 等[５] 提 出 的

WENOＧZ格式采用了一种归一化的光滑因子,可以

使非线性权在光滑区更快地恢复到线性权.该格式

在极点处也满足五阶收敛条件,且计算量远小于

WENOＧM 格式.刘朋欣等[６]参考 Henrick等[４]提

出的映射函数的思想,将一种五次分段多项式映射函

数应用于一种由 NND格式改型得到的中心型三阶

格式,构造出 SWENO３ＧPPM５格式,算例测试结果

表明该格式具有比 WENO３更高的分辨率.Taylor
等[７]基于一种相对光滑限制器构造得到 WENOＧRL
格式,当光滑因子间的比值较小时直接采用线性权,
这种方法可以使格式在中低波数段的色散耗散特性

和对应的线性格式一致,从而改善格式的谱特性.

WENOＧSYMBO格式[８]将对应的线性格式由迎风改

为中心格式,并通过求解一个积分形式目标函数的最

小值,对 格 式 的 谱 特 性 进 行 优 化.Hu 和 Adams
等[９]发展了一种自适应的中心迎风六阶 WENO 格

式(WENOＧCU６),采用新的光滑因子控制格式在中

心和迎风之间切换.最近发展的 TENO 格式[１０]采

用新的模板选择和加权策略,来实现光滑区和间断的

有效区分,从而改善分辨率.

　　另外一种方法是利用间断探测器,将激波捕捉格

式和谱特性良好的格式结合起来,构造混合格式.混

合格式在流场光滑区采用低耗散的格式以提高分辨

率,而在间断附近采用激波捕捉格式以避免数值振

荡.混合格式首先由 Adams和Shariff[１１]提出,他们

将非守恒形式的紧致格式与 ENO 格式相结合,用于

激波湍流相互作用流场的模拟.Pirozzoli[１２]将守恒

的紧致格式与 WENO 格式相结合,构造了一种守恒

的紧致ＧWENO混合格式.该工作由 Ren等[１３]进一

步发展,他设计了一种新的间断探测器,并采用加权

的方式将守恒的紧致格式和 WENO 格式混合,避免

了两种格式的突然切换.武从海等[１４]将 Ren等[１３]

提出的间断探测器进行改进,构造了基于 WENOＧZ
格式和五阶守恒紧致格式的混合格式,并且通过仅对

混合格式中 WENO 部分进行特征投影处理,提高了

计算效率.对于混合格式,间断探测器的精度对格式

的谱特性有很大影响.传统的间断探测器通常采用

流场解的一阶导数或二阶导数来判断流场的光滑

性[１３,１５Ｇ１６].此外,近年来还发展了基于非正交小波基

函数[１５,１７]以及 WENO非线性权[１８Ｇ２１]的间断探测器.
然而,如何将间断和高频成分以及极点进行区分仍然

是一个困难的问题.

　　上述两种方法改善计算效果的主要思路都是在

流场光滑区尽可能地优先采用线性格式,因此,线性
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格式的性能对最终计算结果有直接影响.例如,

WENOＧM 和 WENOＧZ等的线性格式是五阶迎风格

式,而 WENOＧSYMBO格式对应的线性格式是六阶

中心格式.混合格式的线性部分则多采用紧致格式

和中心格式.当线性格式是迎风格式时,对湍流直接

数值模拟等应用而言,耗散还是较大;当线性格式为

中心格式时,耗散则不足.Pirozzoli[１２]指出,为了减

少数值振荡,格式需要具有一定的耗散以抑制色散误

差较大的高波数成分.但是,如何合理地确定线性格

式的耗散大小仍然是一个开放问题.

　　我们最近的工作,就是解决混合格式中线性部分

的色散优化和耗散控制问题.关于色散优化的方法,
已经开展了较多研究,但是线性格式的耗散控制相关

的研究还比较少.本文综述了我们近期的相关研究

工作.首先,Sun等[２２]提出了一类色散耗散相互独

立的有限差分格式,在优化色散同时,耗散可以通过

一个 参 数 调 节,从 而 得 到 了 色 散 最 小、耗 散 可 控

(Minimized Dispersionand Controllable Dissipation,

MDCD)格式.但是 MDCD格式耗散参数的设置依

赖于具体问题,需要基于经验人工进行选取,而在大

型的数值计算如直接数值模拟中,参数的调试会花费

大量的时间.Hu等[２３]认为,格式的耗散大小应该与

色散误差相关.他们据此得到一个色散耗散条件,来
确定足够的耗散以抑制非物理的高频振荡.Sun
等[２４]根据这一关系,确定了六阶 MDCD格式的耗散

参数,在多个测试算例中,格式均表现出较好的鲁棒

性.这种方法虽然可以得到具有合适耗散的格式,但
它只能调节格式耗散的整体水平,而没有考虑解的局

部尺度.

　　理想的格式耗散应该是与数值解的局部尺度相

关的.在解的局部尺度远大于网格尺度时,线性格式

的耗散应该很小甚至为０.当解的局部尺度与网格尺

度接近时,此时格式的色散误差已非常大,应当将耗散

增加到足以抑制高波数振荡的水平.根据这一思想,

Li等[２５]发展了一类具有最小色散、自适应耗散特

性(Minimized Dispersion and Adaptive Dissipation,

MDAD)的格式.

　　自适应耗散的差分格式包含以下要素.首先,为
了保证耗散的自适应不影响格式的色散特性,选择色

散和耗散相互独立的四阶 MDCD格式作为自适应耗

散格式的基础.其次,为了识别数值解的局部尺度,

Li等[２５]提出了一种基于流场解的导数的尺度识别

器,可用来得到数值解局部的等效无量纲波数.最

后,采用 Hu等[２３]提出的色散耗散条件,设计出耗散

参数与局部等效无量纲波数之间的关系,从而构造得

到具有自适应耗散特性的 MDAD格式.

　　为了使格式具有激波捕捉能力,通过将 MDAD
格式的数值通量表示为一系列候选模板上的低阶多

项式的线性组合,并引入 WENO 格式的非线性权,
发展了 MDADＧWENO 格式.之后将 MDAD 格式

与 MDADＧWENO 格式相结合,构造了一种混合格

式,记为 MDADＧHY.采用近似色散关系[２６]分析

MDADＧHY格式与其他激波捕捉格式的近似谱特

性,发现 MDADＧHY格式相比基于 MDCD的混合格

式 MDCDＧHY,在中低波数段的耗散更小,而在高波

数段有相近的耗散,说明格式在数值解尺度较大的区

域分辨率较高,而在间断区也有较好的鲁棒性.构造

混合格式的一个关键问题是合理的间断探测器.为

此,Li等[２５]将传统间断探测器[１３]与尺度识别器相结

合,提出了一种新的间断探测器,能够有效减少对光

滑区的极点的误判.

　　本文介绍了 MDCD格式、MDAD格式、混合格

式 MDCDＧHY和 MDADＧHY,以及 MDCD格式的应

用情况和 MDAD 格式的测试算例,最后作出了总

结.

１　色散最小、耗散可控有限差分格式

　　本文以一维线性波动方程为例,介绍高精度有限

差分格式的色散优化和耗散控制方法.方程形式如

下:

∂u
∂t＋

∂f
∂x＝０ (１)

其中,u 为守恒量,f＝au 为通量且a 为常数.考虑

在均匀网格上,采用半离散有限差分格式对式(１)在
(xj,t)处进行离散,得到:

∂uj

∂t ＋f′Δ(xj)＝０ (２)

其中 Δx 为网格长度,f′Δ(xj)为有限差分格式对空

间一阶偏导数∂f
∂x

在xj 的近似,可表示为:

f′Δ(xj)＝
１
Δx ∑

s

m＝－r
bmfj＋m (３)

其中fj＋m ＝f(xj ＋mΔx).式(３)可改写为守恒形

式,即:

f′Δ(xj)＝
１
Δx

(f̂j＋
１
２
－f̂j－

１
２
) (４)

其中f̂j＋
１
２

为xj＋
１
２

处的数值通量.

　　常规的数值格式色散和耗散特性是相互关联的,
但是 MDCD格式具有色散、耗散相互独立的特性,这
就使得它可以对色散进行单独优化,而耗散也可以根
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据不同工况进行调节.为了简洁,本文将只介绍四阶

MDCD格式[２２],六阶 MDCD格式的具体细节参见文

献[２４].

１．１　MDCD格式的半离散特性

　　当空间有限差分格式包含对称的(２r＋１)个模板

点时,式(３)可写为:

f′Δ(xj)＝
１
Δx∑

r

m＝－r
bmfj＋m (５)

通过对bm 的合理选取,格式最高可以达到２r 阶精

度.Sun等在文献[２２]中证明,当式(５)中的f′Δ(xj)
达到(２r－２)阶精度时,格式的色散和耗散特性将分

别由两个自由参数γdisp 和γdiss 单独控制.通过求解

一个积分型目标函数的最小值问题,可以得到最优的

色散参数γdisp,而耗散参数γdiss 需要根据具体问题来

确定,从而得到具有低色散、可控耗散特性(MDCD)
的有限差分格式.

　　当r＝３时,四阶的 MDCD格式[２２]形式如下:

f′Δ(xj)＝
１
Δx －

１
２γdisp－

１
２γdiss

æ

è
ç

ö

ø
÷fj－３

é

ë
êê ＋

２γdisp＋３γdiss＋
１
１２

æ

è
ç

ö

ø
÷fj－２＋

－
５
２γdisp－

１５
２γdiss－

２
３

æ

è
ç

ö

ø
÷fj－１＋

１０γdissf０＋
５
２γdisp－

１５
２γdiss＋

２
３

æ

è
ç

ö

ø
÷fj＋１＋

－２γdisp＋３γdiss－
１
１２

æ

è
ç

ö

ø
÷fj＋２＋

１
２γdisp－

１
２γdiss

æ

è
ç

ö

ø
÷fj＋３

ù

û
úú (６)

　　将该格式写为守恒格式,数值通量f̂j＋
１
２

由对称

的２r个模板点组成,形式如下

f̂j＋
１
２
＝

１
Δx

１
２γdisp＋

１
２γdiss

æ

è
ç

ö

ø
÷fj－２

é

ë
êê ＋

－
３
２γdisp－

５
２γdiss－

１
１２

æ

è
ç

ö

ø
÷fj－１＋

γdisp＋５γdiss＋
７
１２

æ

è
ç

ö

ø
÷fj ＋

γdisp－５γdiss＋
７
１２

æ

è
ç

ö

ø
÷fj＋１＋

－
３
２γdisp＋

５
２γdiss－

１
１２

æ

è
ç

ö

ø
÷fj＋２＋

１
２γdisp－

１
２γdiss

æ

è
ç

ö

ø
÷fj＋３

ù

û
úú (７)

不论γdisp和γdiss如何选取,格式都有四阶精度.

　　下面分析式(６)所示四阶 MDCD的半离散色散

耗散特性.考虑单一的简谐波,

f(x)＝û０eiωx (８)
则空间一阶偏导数有精确解

∂f
∂x＝

ik
Δxû０eiωx (９)

其中k＝ωΔx 为无量纲波数.将式(８)代入式(６)并
写为:

f′Δ(xj)＝
ik′
Δxû０eiωxj (１０)

其中k′＝R(k′)＋iI(k′)为修正的无量纲波数,

R(k′)和I(k′)为k′的实部和虚部,分别控制半离散

格式的色散和耗散特性.则四阶 MDCD格式的半离

散色散和耗散特性为:

R(k′)＝γdispsin３k－ ４γdisp＋
１
６

æ

è
ç

ö

ø
÷sin２k＋

５γdisp＋
４
３

æ

è
ç

ö

ø
÷sink

　　I(k′)＝γdiss(cos３k－６cos２k＋１５cosk－１０)
(１１)

显然格式的色散特性只与γdisp有关,耗散特性只与

γdiss有关,从而实现了对格式色散和耗散的单独控

制.

　　MDCD格式的色散和耗散特性是相互独立的,
因此可以对色散进行单独优化而不影响耗散.通常

认为格式的色散误差应当在选定的标准下达到最小.
文献[８]设计了一种加权积分形式的优化目标函数:

E＝∫
π

０
e－νk[R(k)－k]２dk (１２)

其中e－νk用于控制不同波数下色散误差的相对权重,
通过求解使目标函数式(１２)最小的优化问题,可以得

到最优的色散参数γdisp.为了使格式在尽可能大的

波数范围内都有较小的色散误差,文献[２２]最终采用

了ν＝８下的最优色散参数,

γdisp＝０．０４６３７８３ (１３)

　　图１展现了优化后的四阶 MDCD格式的色散特

性,并与五阶迎风格式(UW５,五阶 WENO格式的线

性部分)和六阶中心差分格式(C６)进行比较.可以

看到 UW５和C６的色散特性完全一致,而优化后的

四阶 MDCD格式则在更长的波数范围内有较好的色

散特性.为了更清楚地展示中低波数段各个格式的

色散特性差异,我们采用绝对色散误差R(k′)－k 来

进行比较,图２为不同格式的色散误差.Hu等[２７]定

义格 式 的 最 大 可 解 波 数k∗
c 应 为 满 足 限 制 条 件

R(k′)－k ＜０．００５的极限波数,则C６和 UW５均

有k∗
c ＝０．９７６,而 MDCD格式的最大可解波数为k∗

c

＝１．２９７,相比C６和 UW５提升了３２．９％.
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图１　不同格式的色散特性

Fig．１　Comparisonofdispersionpropertiesof
variouslinearschemes

图２　不同格式的色散误差

Fig．２　Comparisonofdispersionerrorsofvariouslinearschemes

　　对于耗散特性,为了使格式保持稳定,所有波数

下的耗散都应非负.由式(１１)所示,MDCD 格式的

耗散大小只与γdiss有关,虚部I(k′)可改写为:

I(k′)＝γdissg(cosk) (１４)
其中,

g(x)＝４x３－１２x２＋１２x－４ (１５)
由于g′(x)＝１２(x－１)２ ≥０,为单调非减函数,易
证g(cosk)≤０.因此当a ＞０时,如果γdiss≥０,则

MDCD格式有非负耗散,格式是稳定的,且随着γdiss

的增大,格 式 的 耗 散 增 加.当 耗 散 参 数 取 ０ 时,

MDCD为中心格式,此时格式分辨率最高,但是无法

抑制高波数的非物理振荡.

　　在实际计算中,正如文献[１２]提到的,格式需要

具有一定的耗散.对于四阶 MDCD格式,Sun等[２２]

对不同算例采用试错的方法确定合适的耗散参数

γdiss进行计算.而在文献 [２４]中,Sun 等采用 Hu
等[２３]提出的色散耗散条件确定了六阶 MDCD 格式

的耗散参数.多个数值实验结果显示该六阶 MDCD
格式表现出较好的鲁棒性,没有出现明显的数值振

荡.Hu等[２３]提出的色散耗散条件具体形式如下:

r＝

∂R(k′)
∂k －１

I(k′) ~１＜１０ (１６)

Hu等认为格式的耗散应当与色散误差相关,在式

(１６)中,给定波数下的色散耗散比值r越小表示格式

对该波数的波耗散越大.当r＜１０时,格式的耗散基

本可以抑制非物理的高频波动.这里我们采用与文

献[２４]相同的做法确定四阶 MDCD格式的通用耗散

参数γdiss.考虑到k＝π时格式的耗散最大,我们采

用r(π)来确定γdiss.本文选择r≤９作为限制条件,
此时满足条件的最小耗散参数为:

γdiss＝０．０１２ (１７)

　　图３展示了不同耗散参数下的 MDCD 格式与

UW５以及 C６格式的半离散耗散特性对比,其中括

号内的数字为耗散参数的大小.可以看到 C６ 和

MDCD(０)均为零耗散,MDCD(０．０３５)的耗散特性与

UW５接 近,而 MDCD(０．０１２)的 耗 散 介 于 C６ 和

UW５之间.MDCD(０．０１２)在中低波数段耗散较小,
格式有较高的分辨率,在高波数段,格式的色散误差

变大时,也能提供足够的耗散来抑制振荡,有较好的

鲁棒性.因 此,对 于 大 多 数 工 况,我 们 推 荐 采 用

MDCD(０．０１２).在本文中,如无特殊说明,MDCD格

式的耗散参数均采用γdiss＝０．０１２.

图３　不同格式的耗散特性

Fig．３　Comparisonofdissipationpropertiesof
variouslinearschemes

１．２　MDCD格式的全离散特性分析

　　上一节中我们提到,MDCD 格式的半离散色散

耗散特性相互独立,分别受色散参数γdisp和耗散参数

γdiss控制.但实际计算中,结果同时受到空间离散和

时间离散的影响,因此分析格式的全离散特性是有必

要的.

　　考虑线性对流方程:
∂u
∂t＋a∂u

∂x＝０ (１８)
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当初始值为u(x,０)＝u０(x)＝û０eiωx 时,式(１８)在t
＝Δt的精确解为

uex ＝e－ikcû０eiωx (１９)
其中c＝aΔt/Δx 为库朗数,k＝ωΔx 为无量纲波数.
而半离散方程式(４)的解为:

us ＝e－ik′cû０eiωx (２０)
其中k′为１．１节中所述的无量纲修正波数.对比式

(１９)和式(２０),可以发现空间离散格式引入的误差为:

rs ＝e－i(k′－k)c ＝eI(k′)ce－iR(k′)－k( )c (２１)
其中 rs ＝eI(k′)c 为 半 离 散 耗 散 误 差,而 δs ＝

R(k′)－k( )c为半离散色散误差.若采用显式龙格

库塔格式进行时间积分,则在t＝Δt时刻有:

ut＝G(k,c)û０eiωx (２２)
其中G(k,c)为放大因子,具体形式为一个s阶多项

式,其中s为龙格库塔格式的级数.对比式(２２)和式

(１９),可以发现G(k,c)为精确的放大因子e－ikc的近

似.因此,格式的全离散误差为:

rt＝ rt e－iδt ＝
G(k,c)
e－ikc

(２３)

其中 rt ＝ G(k,c)为全离散耗散误差,δt＝－δG

－kc为全离散色散误差.考虑到１．１节中分析半离

散色散耗散特性时采用的是R(k′)和I(k′),为了使

全离散特性分析与半离散量级一致,对比 rs 和

rt ,以及δs 和δt,我们得到:

Rkt( ) ＝－δG/c

I(kt)＝lg G(k,c)( )/c
(２４)

其中kt 为全离散情况下的等效无量纲修正波数.由

式(２４)可知,全离散的色散耗散特性均与库朗数c有

关.为了不失一般性,我们采用c＝０．３、０．６、１．０三种

条件,对全离散色散耗散特性关于γdisp和γdiss的灵敏

度进行测试,结果如图４~图６所示.

　　可以看到,当库朗数较小(c＝０．３、０．６)时,格式

的全离散色散耗散特性受时间离散影响尚不明显,主
要由空间离散决定[２４],此时全离散色散特性主要受

色散参数γdisp控制,对耗散参数γdiss不敏感,而全离

散耗散特性主要受耗散参数γdiss影响,对色散参数

γdisp不敏感.但当库朗数c＝１．０时,时间离散带来的

误差与空间离散相当,此时全离散色散耗散特性表现

出同时受色散参数γdisp和耗散参数γdiss影响.但是

色散参数γdisp对耗散的影响仍比耗散参数γdiss小得

多,而耗散参数γdiss对色散的影响也比色散参数γdisp

小得多.因此可以认为,在全离散意义下,MDCD格

式仍是可用的.

(a)不同γdisp下的全离散色散特性

(b)不同γdiss下的全离散色散特性

(c)不同γdisp下的全离散耗散特性

(d)不同γdiss下的全离散耗散特性

图４　c＝０．３时的全离散色散耗散特性

Fig．４　Totaldispersionanddissipationproperties
withtheCourantnumberc＝０．３
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(a)不同γdisp下的全离散色散特性

(b)不同γdiss下的全离散色散特性

(c)不同γdisp下的全离散耗散特性

(d)不同γdiss下的全离散耗散特性

图５　c＝０．６时的全离散色散耗散特性

Fig．５　Totaldispersionanddissipationproperties
withtheCourantnumberc＝０．６

(a)不同γdisp下的全离散色散特性

(b)不同γdiss下的全离散色散特性

(c)不同γdisp下的全离散耗散特性

(d)不同γdiss下的全离散耗散特性

图６　c＝１．０时的全离散色散耗散特性

Fig．６　Totaldispersionanddissipationproperties
withtheCourantnumberc＝１．０
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２　色散最小、耗散自适应有限差分格式

　　在１．１节中,我们采用 Hu等[２３]提出的色散耗散

条件确定了一个通用的四阶 MDCD 格式的耗散参

数.但是我们也注意到,当流场尺度较大时,可以采

用更小的数值耗散,因为此时物理耗散可被准确地预

测以使计算稳定.在某些情况下,对于可精确分辨的

解,采用中心格式计算已经足够[９].因此,当全场采

用相同的耗散参数时,在流场尺度较大的光滑区,可
能出现耗散过大的情况.

　　理想的耗散参数应该随着解的局部尺度而自动

调节.为了实现这一目标,必须发展数值解的尺度识

别器,并在此基础上构造具有最小色散、自适应耗散

特性(MinimizedDispersionandAdaptiveDissipation,

MDAD)的格式[２５].本节综述这方面工作的最新进展.

２．１　数值解尺度识别器

　　原则上,在解的局部尺度远大于网格尺度时,线
性格式的耗散应该很小甚至为０,以提高格式的分辨

率.而当解的局部尺度与网格尺度接近时,应该将耗

散增加到足以抑制高波数振荡的水平.如果能够实

现这一点,则 MDCD格式在鲁棒性不下降时,分辨率

将得到进一步改善.为此,本节将提出一种数值解局

部尺度识别器,用于识别数值解局部的等效长度尺

度,作为构造自适应耗散格式的第一步.

　　数值解尺度的确定是一个开放性的问题,目前相

关的研究很少.Li等[２８]提出了一种尺度识别器,用
于优化一种五点非线性格式,以计算扩散方程中的二

阶导数项.而文献[２５]提出了一种新的数值解局部

波数识别器,用于自适应耗散格式的构造.

　　设计尺度识别器的难点在于定量描述尺度时看

似矛盾的两个要求.一方面,考虑到我们关注的是解

的局部特性,尺度识别器应该作用于局部的物理空

间.另一方面,为了将尺度识别器用于耗散控制,需
要将其表示为波数的形式,而波数是傅里叶空间中的

概念.为了满足上述两个条件,文献[２５]提出一种两

步的构造校准方法,即首先基于物理空间构造一种尺

度识别器,之后再采用正弦波来校准尺度识别器中的

参数.

　　第一步:构造.考虑光滑函数f(x),为了估计

其在x０ 附近的长度尺度,将其在x０ 处作 Taylor展

开,有:

f(x)－f(x０)＝∑
¥

p＝１

１
p! f(p)Δxp (２５)

其中f(p)＝
∂pf
∂xp

x０

,Δx＝x－x０.根据式(２５),p 阶

导数对函数变化的贡献为:

Δfp ＝
１

p! f(p)Δxp (２６)

当数值解的尺度较大时,低阶导数对函数变化的影响

比高阶导数大.例如,当解为直线分布时,只有 Δf１

对解的变化有贡献.而x０ 附近如果出现小尺度结

构,则说明高阶导数项产生的影响足够大.因此,原
则上数值解的无量纲尺度可以用不同Δfp 的比值来

表示:

δ＝α Δfq

Δfp

１
p－q

(２７)

其中δ为局部无量纲尺度,且p＞q.将式(２６)代入

式(２７)得到:

δ＝β
Δx

f(q)

f(p)

１
p－q

(２８)

其中β是待定参数.考虑到四阶 MDCD格式数值通

量的模板点为６个,可以数值计算的导数f(p)的阶数

为p＝１~５,这里选取p＝１~４构造尺度识别器,但
此时仍然有多种可能的p－q 组合方式.为了解决

这个问题,可以采用如下的校准步骤.

　　第二步:校准.在这一步中,采用正弦波来确定

式(２８)中的参数.若将式(２８)定义的长度尺度校准

为精确的正弦波无量纲波长,最简单的方式是令p＝
q＋２,此时p－q只剩如下两种组合方式:

δ＝β
Δx

f(１)

f(３) ,　 或δ＝β
Δx

f(２)

f(４) (２９)

证明过程如下.考虑单一正弦波,

f＝Asin(ωx＋φ) (３０)
可以得到它的各阶导数:

f(１)＝Aωcos(ωx＋φ)

f(２)＝－Aω２sin(ωx＋φ)

f(３)＝－Aω３cos(ωx＋φ)

f(４)＝Aω４sin(ωx＋φ) (３１)
将式(３１)代入式(２９),并考虑波数ω 和波长λ之间的

关系ω＝
２π
λ

,得到:

δ＝β
Δx

f(１)

f(３) ＝β
Δx

f(２)

f(４) ＝β
Δx

１
ω ＝β

２π
λ
Δx
(３２)

因此,当β＝２π时,无量纲尺度δ即为精确的无量纲

波长,

δ＝
λ
Δx

(３３)

　　基于式(３３),定义解的等效无量纲波数k,

k＝ωΔx＝
２πΔx
λ ＝

２π
δ

(３４)
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将式(２９)代入式(３４),并令β＝２π,则有:

k＝
f(３)

f(１) Δx,　 或k＝
f(４)

f(２) Δx (３５)

需要注意的是,式(３５)定义的等效无量纲波数并不是

傅里叶空间中的波数,而是局部长度尺度的倒数,是
一个物理空间中局部的定义.对于单一正弦波,它可

以得到精确的正弦波无量纲波数.为了避免式(３５)
在极值点和拐点附近的奇异性,可以把该式的两种情

况相结合,从而有:

k＝
f(３) ＋ f(４) Δx

f(１) ＋ f(２) Δx＋ε
Δx (３６)

其中ε为防止分母为０的小量,取ε＝１×１０－３.

　　在自适应耗散格式中,数值通量中的耗散参数

γdiss由尺度识别器得到的等效无量纲波数确定.因

此,式(３６)应当在界面xj＋ １
２
处计算.在文献[２５]中,

Li等采用了数值的方法计算式(３６)中的各阶导数.

由式(７)可知,MDCD格式的数值通量f̂j＋ １
２
采用关

于xj＋ １
２
界面对称的六个模板点,则xj＋ １

２
界面处的各

阶导数为:

f(１)
j＋

１
２
＝

１
Δx －

３
６４０fj－２＋

２５
３８４fj－１－

７５
６４fj

æ

è
ç ＋

７５
６４fj＋１－

２５
３８４fj＋２＋

３
６４０fj＋３

ö

ø
÷

f(２)
j＋

１
２
＝

１
Δx２ －

５
４８fj－２＋

１３
１６fj－１－

１７
２４fj

æ

è
ç －

１７
２４fj＋１＋

１３
１６fj＋２－

５
４８fj＋３

ö

ø
÷

f(３)
j＋

１
２
＝

１
Δx３

１
８fj－２－

１３
８fj－１＋

１７
４fj

æ

è
ç －

１７
４fj＋１＋

１３
８fj＋２－

１
８fj＋３

ö

ø
÷

f(４)
j＋

１
２
＝

１
Δx４

１
２fj－２－

３
２fj－１＋fj

æ

è
ç ＋

fj＋１－
３
２fj＋２＋

１
２fj＋３

ö

ø
÷ (３７)

根据式(３６),xj＋ １
２
界面处的等效无量纲波数为

kj＋
１
２
＝

f(３)
j＋

１
２

＋ f(４)
j＋

１
２

Δx

f(１)
j＋

１
２

＋ f(２)
j＋

１
２

Δx＋ε
Δx (３８)

　　为了验证尺度识别器在流场中的效果,Li等[２５]

采用如下四组指定的函数进行静态测试,其中包括:

　(a)　f＝sin(１６πx)　　　　,　－１≤x≤１

　(b)　f＝
sin(１２πx)－２　　,　－１≤x＜０

sin２４π＋
π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋２ ,　０≤x≤１

ì

î

í

ïï

ïï

　(c)　f＝
０　　　　　　　 ,　－１≤x＜０
ex－１sin(３２πx)　 ,　０≤x≤１{

　(d)　f＝sin(２πex＋１x)　 ,　－１≤x≤１
测试所用网格数均为N＝１９２.(a)用于验证尺度识

别器对于标准的正弦波(k＝
π
６

,即每个波长用１２个

点表示)的识别效果;(b)可以测试尺度识别器对间

断和不同频率正弦波(k＝
π
８

,π
４

)的识别效果,该算

例可以用于模拟声波在不同固体介质界面处的折射

过程;(c)用于验证尺度识别器对间断和幅值增加的

正弦波(k＝
π
３

)的识别结果;(d)可以验证尺度识别

器能否正确识别频率增加的正弦波波数.测试结果

如图７所示.

(a)

(b)

(c)
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(d)

图７　尺度识别器测试结果

(方块实线为指定函数,点划线为等效无量纲波数)
Fig．７　Distributionsofthescalesensorforassignedfunctions
(thesquaresymbols)．DashＧdottedlinesrepresenttheeffective
scaledwavenumbers．Thetrianglesymbols(seescaleontheright

axis)denotevaluesofthescalesensor．

　　由测试结果可知,尺度识别器能够准确地识别标

准正弦波的无量纲波数,对于幅值增加和频率增加的

正弦波识别效果也很好.式(３８)通过各阶导数的恰

当组合,有效抑制了等效无量纲波数在极值点和拐点

处的振荡.而对于间断,尺度识别器往往将其识别为

一个高频成分,这也与物理事实相吻合.

２．２　MDAD格式

　　２．１节已经介绍了可以用于判断流场局部等效

无量纲波数的尺度识别器,为了构造耗散自适应的

MDAD格式,需要根据等效无量纲波数对式(７)中的

耗散参数γdiss进行动态的调整.此时,γdiss在全场不

再是一个常数.为了更清楚地介绍 MDAD 格式的

构造过程,可以将式(７)改写为:

f̂j＋
１
２
＝

１
Δx

１
２γdisp＋

１
２

(γdiss)j＋
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷fj－２

é

ë
êê ＋

－
３
２γdisp－

５
２

(γdiss)j＋
１
２
－

１
１２

æ

è
ç

ö

ø
÷fj－１＋

γdisp＋５(γdiss)j＋
１
２
＋

７
１２

æ

è
ç

ö

ø
÷fj ＋

γdisp－５(γdiss)j＋
１
２
＋

７
１２

æ

è
ç

ö

ø
÷fj＋１＋

－
３
２γdisp＋

５
２

(γdiss)j＋
１
２
－

１
１２

æ

è
ç

ö

ø
÷fj＋２＋

１
２γdisp－

１
２

(γdiss)j＋
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷fj＋３

ù

û
úú (３９)

为了实现自适应耗散,(γdiss)j＋ １
２
由耗散参数与等效

无量纲波数的关系得出:
(γdiss)j＋

１
２
＝γdiss(kj＋

１
２
) (４０)

其中kj＋ １
２
由式(３７)计算得到.

　　Li等[２５]采用 Hu等[２３]提出的色散耗散条件指

导式(４０)的设计.需要注意的是色散耗散条件是在

傅里叶空间中的关系,然而自适应耗散应该在物理空

间中实施.因此,使用该条件时需要格外小心.不过

对于单一正弦波,等效无量纲波数即为精确的正弦波

波数,此时色散耗散条件可以很容易的使用.从这个

角度考虑,使用色散耗散条件设计式(４０)也可以看作

是一个校准的过程,即以单一正弦波为例,采用色散

耗散条件构造耗散参数与等效无量纲波数之间的关

系,并应用于更一般的情况.需要注意的是,式(４０)
也可以基于经验或者物理意义进行设计,这一问题将

在接下来的工作中继续研究.

　　１．１节中提到,当限制色散耗散比值r(π)≤９时,
满足条件的最小耗散参数为γdiss＝０．０１２.考虑到

MDCD格式的色散和耗散特性均为已知函数,则当r
固定时,可以反推不同波数下所需的耗散参数.将式

(１４)代入式(１６)可以得到耗散参数与波数的关系式:

γdiss＝

∂R(k′)
∂k －１

r g[cos(k)] (４１)

令r＝９并限制０≤γdiss≤min(γdisp,
１
９－

１
３γdisp)(该

限制条件将在下一节中详细介绍),可以得到耗散参

数关于波数的变化曲线,如图８所示.

图８　耗散参数与波数的关系

(实线为自适应耗散参数,虚线为固定的耗散参数０．０１２)
Fig．８　Therelationbetweenthedissipationparameterandthe
wavenumber．Thesolidanddashedlinesarerespectivelythe

adaptiveandfixeddissipationparameter．

　　由图可知,耗散参数随波数的变化可以分为左右

两支,交点为(１．０１２,０).在低波数段 (k ≤１．０１２),
由于 g[cos(k)] 较小,反解得到的γdiss一开始较

大,之 后 逐 渐 减 小 为 ０. 而 在 高 波 数 段

k＞１．０１２( ) ,随着波数的增高,色散误差增加变快,

∂R(k′)
∂k －１ 变大,γdiss逐渐从０增加到趋于０．０１２.
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当k≤１．０１２时,每个波长大约由６个点表示,此时格

式的色散误差较小,可以视为能够精确求解的情况,
因此我们直接令耗散参数为０.而对于高波数段,可
以采用式(４１)的计算结果,并进行曲线拟合,最终得

到一个分段函数关系:

(γdiss)j＋
１
２
＝

０　　　　,　０≤kj＋
１
２

≤１．０１２

０．００８６２arctan(２．５９４(kj＋
１
２
－１．０１２))

　　　　,　１．０１２＜kj＋
１
２

≤π

０．０１２　　,　kj＋
１
２

＞π

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(４２)

　　通过式(３８)计算等效无量纲波数,再采用式(４２)
得到式(３９)中的耗散参数 (γdiss)j＋

１
２

,即可在 MDCD
格式的 基 础 上 得 到 具 有 耗 散 自 适 应 调 节 能 力 的

MDAD格式.这种方法可以在流场光滑区实现更高

的分辨率,而不影响格式在流场不可解尺度区域的鲁

棒性.

　　为了验证 MDAD格式相对于 MDCD的优越性,
图９展示了这两种格式的色散耗散比值r 随波数的

变化(r采用r＝

∂R(k′)
∂k －１ ＋ε

I(k′)＋ε
计算,其中ε＝１．１

×１０－３ 为小量).可以看到,MDCD在高波数段r才

趋于９,在中低波数段r始终小于９,而耗散自适应的

MDAD格式则在较大的波数范围内都有r趋于９,这
就说明 MDAD不仅在高波数段能提供足够的耗散

抑制振荡,保证格式的鲁棒性,同时在中低波数段有

更小的耗散,可以帮助提高格式的分辨率.

图９　色散耗散比值r随波数的变化曲线

Fig．９　ThedispersionＧdissipationratiocomputedwithr

３　混合格式

　　虽然 MDCD格式和 MDAD格式有很好的色散

耗散特性,但它们不能直接用于含间断流场的数值模

拟.为了 使 这 些 格 式 具 有 激 波 捕 捉 的 能 力,Sun
等[２２,２４]和 Li等[２５]的 方 案 是 首 先 将 这 些 格 式 与

WENO格式相结合,发展相应的非线性格式,之后将

线性格式与非线性格式相结合,构造混合格式.由于

MDCD格式与 MDAD 格式在混合格式构造方面基

本一致,本文我们只介绍 MDAD格式对应的混合格

式 MDADＧHY.本节将首先介绍 MDADＧWENO 格

式,之后介绍一种新的间断探测器用于 MDADＧHY
格式的构造,并用近似色散关系(ADR)[２６]对混合格

式的谱特性进行分析.需要注意的是,引入自适应耗

散机制后,MDAD格式实际上是非线性的,但为了简

便,在后文我们仍然称其为线性格式.

３．１　MDADＧWENO格式

　　WENO格式[２]是一类代表性的非线性激波捕捉

格式,在含间断流场的数值模拟中有广泛的应用.

WENO格式的基本思想是通过对一系列候选模板上

低阶多项式的非线性组合,实现无振荡的激波捕捉能

力.为了构造 MDADＧWENO 格式,可以采用包含

对称的６个模板点的 MDAD 格式作为它的线性部

分,这些模板点被划分如图１０所示的四条候选模板

S０,S１,S２,S３{ } ,则 MDAD格式的数值通量可以改

写为:

f̂MDAD
j＋

１
２

＝∑
３

k＝０
Ckqk(xj＋

１
２
) (４３)

其中qk(xj＋
１
２
)是基于模板Sk 的对界面xj＋

１
２
上物理

通量fj＋
１
２

的三阶插值近似,具体公式如下:

q０(xj＋
１
２
)＝

１
６

(２fj－２－７fj－１＋１１fj)

q１(xj＋
１
２
)＝

１
６

(－fj－１＋５fj ＋２fj＋１)

q２(xj＋
１
２
)＝

１
６

(２fj ＋５fj＋１－fj＋２)

q３(xj＋
１
２
)＝

１
６

(１１fj＋１－７fj＋２＋２fj＋３)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(４４)

通过对比式(４３)和式(３９),可以得到线性权Ck 是关

于γdisp 和(γdiss)j＋
１
２

的函数,具体形式在表１中给出.

图１０　MDAD格式数值通量 f̂j＋ １
２
的候选模板Sk

Fig．１０　ThecandidatestencilSkforthenumericalflux

f̂j＋ １
２
intheMDADＧWENOscheme

８４１ 空　气　动　力　学　学　报　　　　　　　　　　　　 　　　　　第３９卷



表１　线性权Ck 关于γdisp 和(γdiss)j＋１
２
的表达式

Table１　TheoptimalweightCkdeterminedby
γdispand(γdiss)j＋１

２

C０ C１

　
３
２

[γdisp＋(γdiss)j＋１
２
] 　

１
２ －

３
２

[γdisp－３(γdiss)j＋１
２
]

C２ C３

　
１
２ －

３
２

[γdisp＋３(γdiss)j＋１
２
] 　

３
２

[γdisp－(γdiss)j＋１
２
]

　　可以看到,２．２节中提到的限制条件０≤γdiss

≤ minγdisp,
１
９－

１
３γdisp

æ

è
ç

ö

ø
÷ 是为了保证线性权Ck 均为

非负值,这就使得式(４３)是候选模板上多项式的凸组

合.对于 MDADＧWENO格式,数值通量可以写为:

f̂MDAD－WENO
j＋

１
２

＝∑
３

k＝０
ωkqk xj＋

１
２

( ) (４５)

其中qk 与式(４３)意义相同,ωk 为 WENO格式的非

线性权,与对应候选模板Sk 上解的光滑性有关.

MDADＧWENO的非线性权采用与Jiang和Shu[２]相

同的形式:

ωk ＝

Ck

βk ＋ε( ) p

∑
３

k＝０

Ck

(βk ＋ε)p

(４６)

其中 Ck 采 用 表 １ 中 的 关 系 计 算,因 此 MDADＧ
WENO格式也是耗散自适应的.ε 为防止分母为０
的小量,p 与候选模板自适应的敏感性有关,通常取

p＝２,而βk 为对应候选模板上解的光滑因子:

βk ＝∑
２

m＝１∫
x
j＋１

２

x
j－１/２

(Δx)２m－１ ∂mqk(x)
∂xm

é

ë
êê

ù

û
úú

２

dx (４７)

代入每个候选模板得到:

β０＝
１
４

(fj－２－４fj－１＋３fj)２＋
１３
１２

(fj－２－２fj－１＋fj)２

β１＝
１
４

(fj－１－fj＋１)２＋
１３
１２

(fj－１－２fj＋fj＋１)２

β２＝
１
４

(３fj－４fj＋１＋fj＋２)２＋
１３
１２

(fj－２fj＋１＋fj＋２)２

β３＝
１
４

(５fj＋１－８fj＋２＋３fj＋３)２＋
１３
１２

(fj＋１－２fj＋２＋fj＋３)２

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

(４８)
然而需要注意的是,与 WENOＧJS不同,MDADＧWENO
是采用对称的模板,正如文献[８]中所说,它的候选模

板S３ 包含的全部为顺风模板点,当该模板的非线性

权ω３ 大于其他非线性权时,有可能会引起格式的不

稳定,因此,在式(４８)计算完所有非线性权之后,需要

对β３ 增加额外的限制,

β３＝max
０≤k≤３

βk (４９)

以此来限制非线性权ω３ 不大于其他线性权,保证格

式的稳定.

３．２　MDADＧHY格式

　　WENO格式能够很好地捕捉流场中的间断,但
是相比对应的线性格式,由于引入了非线性机制,色
散耗散特性往往会变差[２６].为了在提高格式分辨率

的同时仍然保持良好的间断捕捉能力,一种思路是采

用合适的方法将 WENO 格式与谱特性良好的线性

格式进行混合,在流场光滑区采用线性格式,在间断

附近采用 WENO 格式.文献[２５]对 MDAD格式和

MDADＧWENO格式进行组合,构造了具有耗散自适应、
低色散特性的四阶有限差分混合格式(MDADＧHY).

　　MDADＧHY格式的数值通量可表示为:

f̂j＋
１
２
＝σj＋

１
２
f̂

MDAD

j＋
１
２

＋(１－σj＋
１
２
)f̂

MDAD－WENO

j＋
１
２

(５０)

其中 f̂MDAD
j＋

１
２

和 f̂MDAD－WENO
j＋

１
２

分 别 为 MDAD 格 式 和

MDADＧWENO格式计算得到的数值通量,σj＋ １
２
是一

个间断探测器,在光滑区接近１,而在间断附近接近

０.显然间断探测器的精度对混合格式的分辨率和鲁

棒性有很大影响.Ren等[１３]提出了一种间断探测

器,采用连续函数来避免格式的突然切换,其具体形

式为:

σj＋
１
２
＝min１,

ψj＋
１
２

ψc

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ (５１)

式(５１)中的ψj＋ １
２
用于反映界面xj＋ １

２
附近的流场光

滑程度,定义如下:

ψj＋
１
２
＝min(ψj,ψj＋１) (５２)

其中,

ψj ＝
２(fj＋１－fj)(fj －fj－１)＋ε

(fj＋１－fj)２＋(fj －fj－１)２＋ε
(５３)

ε为防止分母为０的小量,

ε＝
０．９ψc

１－０．９ψc
ξ２ (５４)

其中ξ＝１×１０－３.由式(５３)可知,ψj∈ ０,１[ ] ,且可

以反映xj 左右两侧一阶导数绝对值的变化情况,当
一阶导数绝对值变化大时,ψj 趋于０,而一阶导数绝

对值变化很小时,ψj 趋于 １.ψc 为 一 个 常 数,当

ψj＋ １
２
≥ψc 时,认为流场是光滑的,否则认为流场处在

间断区.一般来说ψc 越大,混合格式的鲁棒性越好,

ψc 越小,混合格式的分辨率越高.文献[１３]中推荐

采用ψc＝０．３.

　　在文献[２１]中,Zhao等对一些常见的间断探测

器进行了分析.他们的结论是,Ren等[１３]提出的间

９４１第１期　　　　　　　　　　　　 李妍慧等:高精度有限差分格式的色散优化及耗散控制



断探测器构造得到的混合格式谱特性较好,但有可能

把光滑解的极值点误判为激波.为了解决极点处容

易出现误判的问题,Li等[２５]在Ren等[１３]提出的间断

探测器基础上,结合尺度识别器,提出了一种新的间

断探测器.其基本思路是在进行间断探测前,先利用

尺度识别器将大尺度的光滑区分离.当尺度识别器

识别得到的等效无量纲波数较低(k≤kc)时,可以认

为流场的局部长度尺度较大,处在光滑区,此时直接

令σj＋ １
２
＝１.其中kc 为临界波数,文献[２５]中推荐

采用kc＝１．０.当识别得到的等效无量纲波数较高

(k＞kc),流场的局部长度尺度较小,可能处在间断

附近或者高频的光滑区,此时再利用式(５１)~式(５４)
进行判断.新的间断探测器可以写为:

σj＋
１
２
＝

１＋sign(kc －k)
２ ＋

１－sign(kc －k)
２ min１,

ψj＋
１
２

ψc

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ (５５)

　　为了验证新的间断探测器的效果,我们将其与

Harten[１５]、Jameson等[１６]以及Ren等[１３]提出的基于一

阶导或者二阶导的间断探测器进行比较.Harten的间

断探测器同样基于流场梯度的变化,具体形式如下:

ψj＋
１
２
＝１－

fj－１－２fj ＋fj＋１

fj－１－fj ＋ fj －fj＋１ ＋ε
(５６)

σj＋
１
２
＝

０ ,　ψj＋
１
２

＜ψc

１ ,　otherwise{ (５７)

其中,阈值ψc＝０．３,ε 为防止分母为０的小量.而

Jameson提出的间断探测器基于归一化的二阶导数:

ψj＋
１
２
＝１－

fj－１－２fj ＋fj＋１

fj－１ ＋２fj ＋ fj＋１ ＋ε
(５８)

σj＋
１
２
＝

０ ,　ψj＋
１
２

＜ψc

１ ,　otherwise{ (５９)

其中,阈值ψc＝
６３
６４

.注意此处采用的阈值与原始参

考文献[１５Ｇ１６]中推荐的基本一致.

　　采用２．１节中的(b)算例对间断探测器进行静态

测试,结 果 如 图 １１ 所 示.可 以 看 到,Harten 和

Jameson的间断探测器能够识别间断,但是在正弦波

光滑区都出现大量误判,这将严重影响混合格式的分

辨率.Ren提出的间断探测器识别效果相对较好,但
在光滑区部分极点附近也存在误判.Li提出的新的

间断探测器不仅能够准确识别间断,而且由于引入了

尺度识别器的结果进行截断,光滑区的识别结果得到

很大改善.

(a)Harten

(b)Jameson

(c)Ren

(d)New
图１１　间断探测器静态测试结果

(方块实线为指定函数,三角为σj＋ １
２
)

Fig．１１　Distributionsofshockdetectorsfortest(b)inSection
２．２(thesquaresymbols)．Thetrianglesymbols(seescaleonthe

rightaxis)denotevaluesofshockdetectors．
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　　为了进一步验证间断探测器的效果,可以在整个

波数空间内对其进行测试.类似于文献[２１]中的方

法,图１２展示了间断探测器对于不同波数的正弦波

测试得到的所有网格上的σj＋ １
２
的平均值.考虑到

mean(σj＋ １
２
)＜１表示在网格某处 WENO 格式被激

活,σj＋ １
２
的平均值可以用来判断间断探测器的识别

效率.由图可知,Harten和 Ren的间断探测器在波

数很低时就已经开始出现误判,Jameson在k＜０．２５
时能够正确识别正弦波,但是之后误判明显增多,

σj＋ １
２
迅速减小为０.而Li提出的新的间断探测器则

在k＜１内均有良好的测试结果,识别效率最高,有
利于提高混合格式在光滑区的分辨率.

图１２　间断探测器在不同波数下测试得到的σj＋ １
２
的平均值

Fig．１２　Distributionsofthemeanvaluesofvarious
shockdetectorsasafunctionofwavenumber

３．３　MDADＧHY格式的谱特性

　　线性格式的色散耗散特性可由傅里叶分析得到,
但是对于非线性格式,目前还没有解析的分析谱特性

的 方 法.Pirozzoli[２６] 提 出 一 种 近 似 色 散 关 系

(ApproximateDispersionRelation,ADR),可以数

值地计算非线性的激波捕捉格式的修正波数,从而得

到非线性格式近似的色散耗散特性.本节将利用

ADR分析 MDADＧHY格式的色散耗散特性,并与原

始的 MDCDＧHY格式[２２]进行对比.

　　图１３展示了不同格式的近似耗散特性,Jiang和

Shu[２]提出的 WENO 格式(即图 中 的 WENOＧJS),

Borgers[５]提出的 WENOＧZ格式,以及Sun等[２２]提出

的线性 MDCD格式也被引入作为参考.可以看到,

WENOＧZ的耗散小于 WENOＧJS,但是仍比两种混合

格式要大.混合格式 MDCDＧHY和 MDADＧHY的耗

散特性在低波数和高波数段与线性 MDCD 格式接

近,但在中波数段耗散变大.通过局部放大,可以观

察到 MDADＧHY 在 k＜１．０４ 时 耗 散 为 ０,小 于

MDCDＧHY的耗散,之后随着波数的增加,耗散逐渐

增大,直到k＞２．５后 MDADＧHY的耗散特性曲线与

MDCDＧHY 基本接近.这就说明 MDADＧHY 格式

在低波数段相比 MDCDＧHY 有更好的分辨率,而在

高波数段能提供和 MDCDＧHY相似的耗散来抑制数

值振荡,具有较好的鲁棒性.

　　图１４为不同格式的近似色散特性对比,可以看

到 MDADＧHY和 MDCDＧHY的色散特性非常接近,
在高波数段稍差于 MDCD,但远好于 WENOＧJS和

WENOＧZ.

(a)

(b)

图１３　不同格式的近似耗散特性(其中(b)是(a)的局部放大)
Fig．１３　 Comparisonsofdissipation propertiesforvarious
nonlinearschemes．(b)istheenlargedportionof(a)inthelow

tomediumwavenumberrange

４　MDCD 格式的发展应用与 MDAD
格式的算例测试

　　前面我们以线性波动方程为例介绍了 MDCD和

MDAD格式,这些算法很容易推广到 Euler方程和

NＧS方程.具体方案是:采用特征分解[２９]的方法计

算无黏数值通量,尺度识别器和间断探测器都作用于

特征分解后的局部特征通量.更多细节可以参考文

献[２２,３０].而黏性通量采用文献[３１]中的方法进行

计算.时间 积 分 采 用 低 存 储 的 四 阶 龙 格Ｇ库 塔 格
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式[３２],也可以采用常见的隐式格式.

图１４　不同格式的近似色散特性

Fig．１４　Comparisonsofdispersionpropertiesfor
variousnonlinearschemes

　　MDCD格式自提出以来,得到了持续的发展和

广泛的应用,而 MDAD 格式及其对应的混合格式

MDCDＧHY最 近 才 被 提 出.因 此 在 本 节 中,对 于

MDCD格式我们主要介绍其发展和应用,而对于

MDAD格式,我们主要介绍其在求解一些标准算例

中的表现.

４．１　MDCD格式的发展及应用

　　MDCD格式[２２]自提出以来,得到了一定的发展

和应用.原始 MDCD格式是四阶精度的,Sun等[２４]

研究了六阶精度的 MDCD格式,并初步研究了耗散

控制问题.Wang等[３３]将 MDCD格式推广到有限体

积格式,通过采用多块结构网格,使算法具备了模拟

复杂几何外形的能力.图１５是用有限体积 MDCD
格式得到的 AIAACFD HiLiftPWＧ１多段翼模型标

准算例的压力分布云图.图１６是４１％翼展的压力

系数分布,对比同样网格上 MUSCL格式的计算结

果,可以看到 MDCD格式预测的压力分布更接近实

验结果.

(a)机身压力分布云图

(b)多段翼横截面压力云图

图１５　多段翼算例压力分布

Fig．１５　Thepressuredistributionofamultisegmentwing

图１６　４１％翼展压力系数分布

Fig．１６　Thepressurecoefficientdistributionofthe４１％span

　　文献[３４Ｇ３５]将 MDCD 格式发展到求解多介质

复杂流动,并研究了激波与多物质界面作用产生的界

面不稳定性和湍流混合问题.图１７是激波与氦气泡

作用后,界面失稳的形态.

　　此外,Li等[３６]、Chen等[３７]利用MDCD格式耗散

图１７　激波与氦气泡作用后的界面不稳定性

Fig．１７　Theinterfaceinstabilityduetotheinteraction
betweenaheliumbubbleandashockwave
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可调的特点,研究了 MDCD格式的耗散对隐式大涡

模拟的影响.Jiang等[３８]把 MDCD格式与SIMPLE
算法相结合,将 MDCD格式推广到求解不可压缩流

动,显 著 提 高 了 算 法 的 分 辨 率.Duan 等[３９Ｇ４０]把

MDCD格式应用于高超声速边界层粗糙元诱发转捩

问题的直接数值模拟,Jiang等[４１]把 MDCD 格式应

用于低压涡轮分离诱导转捩的预测,Yang等[４２]把

MDCD格式应用于基于涡流发生器的流动控制研

究.这些应用充分说明了 MDCD格式解决实际科学

与工程问题的能力.

４．２　MDAD格式算例测试

　　MDAD格式是 MDCD格式的进一步发展,本节

通过典型算例说明 MDAD 格式具有比采用传统耗

散控制方法的 MDCD格式具有更好的性能.由于篇

幅的限制,我们只介绍二维无黏和黏性流动两个算

例,更多的测试算例请参见文献[２５].

４．２．１　双马赫反射问题

　　考虑文献[４３]中提到的双马赫反射问题作为二

维验证算例.该算例的控制方程为二维Euler方程.
一个马赫数为１０、与x 轴夹角为６０°的激波向右移

动,并与下壁面发生反射.初始条件如下:

(ρ,u,v,p)＝

(１．４,０,０,１．０)

　　　　　　,　x ＞x０＋ ３/３y
(８．０,７．１４４７,－４．１２５,１１６．５)

　　　　　　,　otherwise

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

其中x０＝１/６,计算域为(x,y)∈[０,４]×[０,１].边

界条件方面,在下边界,为了使激波附着在壁面前缘,

x∈[０,x０]段采用激波后的参数,而x∈[x０,４]段为

滑移壁面.入口和出口分别采用来流和出流边界条

件.上边界采用精确的波前波后参数,并随着激波的

移动而变化.

　　图１８展现了计算时间t＝０．１８时不同格式的密

度等值线,网络量采用８００×２００,库朗数 Nc ＝０．３.
可 以 看 到,WENOＧJS、WENOＧZ、MDCDＧHY 和

MDADＧHY均能很好地捕捉到流场结构,包括马赫

杆和壁面射流.但是,MDADＧHY 在第二个三波点

附近的涡结构明显更加细致,对小尺度结构捕捉更

好.这说明相比于其他三种格式,MDADＧHY 格式

有着更高的分辨率.

４．２．２　弱激波与等熵涡相互作用问题

　　为了研究不同格式在二维NＧS方程中的效果,可
以考察带有黏性的弱激波与等熵涡的相互作用问

题[４４].该算例的计算域为[０,２L０]×[０,２L０],其中

参考长度L０＝１．０.一个静止的平面激波位于x＝

(a)WENOＧJS

(b)WENOＧZ

(c)MDCDＧHY

(d)MDADＧHY
图１８　双马赫反射算例t＝０．１８时的密度等值线(５０等分)
Fig．１８　DensitycontoursforthedoubleMachreflection
problematt＝０．１８．Contourlevelsareequallyspaced．
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１􀆰０,波前来流参数为ρ０＝１．０,p０＝１/γ,预设的激波

前后压差为 Δp/p０＝０．４,对应的激波强度为 M０＝
１􀆰１５８８,其余的流场参数由 RankineＧHugoniot关系

确定.雷诺数Re＝５０００,它的参考长度为L０,参考

密度和参考速度均为来流参数.初始状态下,一个孤

立的等熵涡被叠加在来流中,涡中心位于(x０,y０)＝
(０．５,１．０),它表现为速度(u,v)和温度T＝γp/ρ 的

扰动,而熵S＝p/ργ 为常数.

(δu,δv)＝
Uc

Rc
e０．５(１－

r２

R２c
)(－y－,x－)

δT＝－
γ－１

２ U２
ce１－

r２

R２c

其中Rc＝０．０７５,Uc＝０．２５,而 x－,y－( ) ＝(x－x０,y－

y０),r＝ x－２＋y－２ .左右边界分别采用入口、出口边

界条件,而上下边界采用周期边界条件.计算时间t
＝０．７,库朗数 Nc ＝０．３.为了得到参考解,采用

WENOＧJS格式在５０１×５０１的网格上进行计算.在

t＝０．３时,等熵涡开始与激波相互作用,之后逐渐穿

过激波.图１９展示了t＝０．７时中心线上的密度分

布,该结果由不同格式在５１×５１的网格上计算得到.
可以看到,对于激波后的涡,相比于 WENOＧJS格式、

WENOＧZ格式和MDCDＧHY格式,MDADＧHY格

(a)t＝０．７时中心线上的密度分布

(b)为(a)在激波附近的局部放大

图１９　弱激波等熵涡相互作用算例

Fig．１９　Theweakshock/vortexinteractionproblem

式得到的结果与参考解最为接近,说明该格式具有最

高的分辨率.

５　结　论

　　本文综述了我们在有限差分格式的色散优化和

耗散控制等方面的工作.相应的计算格式可以计算

无激波的光滑解,也可以作为非线性激波捕捉格式

(如 WENO格式)或者混合格式的线性部分.

　　在理论上,我们得到了半离散格式色散、耗散独

立的充分条件,使色散优化和耗散控制不相互干扰,
为格式性能优化打下了基础.进一步的分析表明,即
使对于全离散格式,上述充分条件也可以保证色散和

耗散近似独立.

　　以此为基础,我们得到了色散最小、耗散可控的

MDCD格式,该格式的优良性能已经在一系列应用

中得到了验证,并被推广到有限体积方法,以及求解

多介质流动、不可压流动等.MDCD 格式的主要缺

点在于耗散控制.无论是采用试错方法还是基于色

散、耗散条件确定通用耗散参数,得到的格式在耗散

特性方面仍有很大的改进空间.

　　为了解决耗散控制问题,我们提出了将数值耗散

与数值解的尺度相关联的思路.为此,我们首先提出

了一种基于数值通量模板点上导数的尺度识别器,用
于判断流场局部的等效无量纲波数.然后通过色散

耗散条件[２３],设计出耗散参数与等效无量纲波数之

间的关系,从而实现耗散参数的自适应调节,提出了

色散最小、耗散自适应的 MDAD格式.

　　我们通过所发展的格式与 WENO 格式相混合

的方法,使 MDCD和 MDAD格式在能够高精度、高
分辨率的求解光滑流动的同时,具有鲁棒的激波捕捉

能力.我们发现,通过在混合格式的激波探测器中,
引入基于尺度识别器的修正,可以进一步提高混合格

式的性能.

　　由于 MDCD 格式的性能已经得到了充分的验

证,且 MDAD格式在多个标准算例中都表现出优于

MDCD格式的性能,可以预见,MDAD格式及其对应

的混合格式 MDADＧHY在求解含激波的复杂多尺度

流动中也有很好的应用前景.

　　致谢:李万爱、潘建华、曾卫刚、黄文锋、李星辉、张宏杰、李俊涛、
张润东等参与了计算程序开发、验证、应用等工作,特致感谢.
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